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1． はじめに 

 地震応答解析では，空間方向に有限要素法を，時間方向には差分法を用いるのが一般的であ

る．しかし，この手法では 2 次の精度の結果しか得ることができないという課題がある．当研

究室では，この課題を解決するために速度型 Space-Time 有限要素法(v-ST/FEM)を提案した．v-
ST/FEMは，線形弾性体を対象にして3次以上の精度と安定性が示されおり（Sharma et al, 2018），
ロックフィルダムの地震応答解析においても適用可能であることが確認されている．しかし，

従来の v-ST/FEM を用いた地震応答解析は，ゾーン間や堤体と付帯構造物のせん断，剥離を表

現できなかった．異種材料の接触面は脆弱部となる危険性があることから，実際の農業水利施

設の地震応答解析においては，接触面の力学挙動特性を再現できることが望ましい．そこで，

v-ST/FEM を用いた地震応答解析に接触面の解析を導入することを目的とし，本論では，最も

単純な一次元接触問題を対象に v-ST/FEM による定式化を行った． 
2. 速度型 Space-Time 有限要素法 
v-ST/FEM は，速度のみを未知数v(x,t)として扱い，空

間方向だけでなく時間方向にも有限要素法を用いる

手法である．同手法では，図 1 のように時間ステッ

プの区切りtnにおいて未知数は不連続と仮定し，tn，
tn+1での変数 v の値を離散化する．ここで，vn+，vn-を

それぞれ以下のように定義する.  
vn+= lim

δ→∞
v(x,tn+δ), vn-= lim

δ→∞
v(x,tn-δ)               (1) 

また，未知数v(x,t)の離散化は次のように行う． 

v=vi
 jNiT j                                            (2) 

ここで，i=1,…,ns，	j=1,…,ntであり，Ni，T jはそれぞ

れ空間，時間に関する形状関数，nsは各要素の節点数，ntは時間方向の節点数である.  
3. 一次元接触問題の定式化 

図 2 に示すような二つの線形弾性体の接触問題について考える．時刻t	(tn	≤	t	≤	tn+1)における全

ポテンシャルエネルギーπd(v)は以下の式で表される．一次元のため物体力は考慮しない． 

πd(v)=#$% % v &ρ
∂v
∂t

-
∂σ
∂x'Le

dx
tn+1

tn
dt (

2

A=1

(3) 

ここで，Leは各弾性体の長さ，σは応力，ρは密度，Aは弾性体の数である．また，制約条件は式

(4)で表される． 
g(u)=g0-(us-um)≥0   																																										                      (4) 

図 1 時間方向の離散化 

Fig. 1. Discretization in time direction 
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ここで，g0は初期ギャップ，us, umはそれぞれ各接

触面の変位である．また，時刻t	(tn	≤	t	≤	tn+1)におけ
る変位u	は速度𝑣𝑣	を用いて式(5)で表される．  

u=un+∫ vttn dt                             (5) 
ここで，unはt	=	tnにおける変位である．式(4)，(5)よ
り，制約条件は以下の式で表される． 

g(v)=g0-us
n+umn -% vs-vm

t

tn
dt ≥ 0   (tn ≤ t ≤ tn+1)			 (6) 

以上より，v-ST/FEMを用いた接触問題は，制約条件である式(6)のもと式(3)の目的関数を最小
化する問題に帰着する．ペナルティ法を用いて式(7)で表される拡張目的関数を最小化する．こ
こで，ϵは 0以上の正の数であるペナルティパラメータとする．  

π(v)=πd(v)+
ϵ
2
% {min(0,g(v))}2
tn+1

tn
dt			(ϵ>0) (7) 

非接触時，g(v)>0となるので，π(v)=πd(v)である．以下，接触時の定式化を行う．この拡張目的
関数の速度 vを，式(2)を用いて離散化し，以下のように離散化したvで偏微分をとる． 

∂π(v)
∂v

=
∂πd(v)

∂v
+ϵ% g(v)

∂g(v)
∂v

=0
tn+1

tn
	 (8) 

式(8)を整理すると，以下の式が得られる． 
{[A]-ϵ[C1]}{v}={b}+ϵ{C2}	 (9) 

式(9)中の[A]は全体剛性マトリクス，{b}は全体外力ベクトル，{v}は求める未知数である． 
{v}T=1vx1

n+,vx2
n+,vxn

n+,vx1
n+1-,vx2

n+1-,⋯,vxn
n+1-3	 (10) 

ここで，xnは総節点数である．また，[C1]{v},{C2}はそれぞれ接触に関する全体ベクトルであり，
以下に示す各接触節点における要素ベクトル[C1e]{vc},{C2e}より得られる． 

[C1e]=% [N]CT
tn+1

tn
[N]Cdt	 (11) 

{C2e}=% [N]CT
tn+1

tn
4g0-us

n+umn 5dt	 (12) 

{vc}T=1vxs
n+ vxs

n+ vxm
n+1- vxm

n+1-3 (13) 

[N]C=% [−T1 T1    −T2 T2]
t

tn
dt (14) 

4. まとめ 

本論では線形弾性体の一次元接触問題を対象に定式化を行った．本来，制約条件が変位の関

数となる点が，v-ST/FEM を用いて接触問題の定式化を行う際の課題であったが，増分型の変
位-速度関係を利用することにより，制約条件も速度の関数とすることができた．また，制約条
件付き最小化問題を解く際，未知数が増加しないペナルティ法を採用することにより，速度の

みを未知数とする v-ST/FEMの特徴を維持しつつ，接触項を導出することが可能となった． 

図 2 一次元接触問題 

Fig. 2. One-dimensional contact problem 
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